Electromagnetismo
basico e introduccion a
los circuitos electricos

Pedro Infante Moreira

ESPOCH
2016









Electromagnetismo bésico
e introduccidn a los circuitos eléctricos







Electromagnetismo bdsico
e introduccién a los circuitos eléctricos

Tomo 2

Pedro Infante Moreira

D,

INSTITUTO DE
INVESTIGACIONES




Electromagnetismo basico
e introduccién alos circuitos eléctricos
© 2015 Pedro Infante Moreira
© 2015 Escuela Superior Politécnica de Chimborazo
Panamericana Sur, kilémetro 1 1/2
Instituto de investigacién
Riobamba, Ecuador
Teléfono: 593 (03) 2 998-200
Cédigo Postal: EC060155

Aval ESPOCH

Este libro se sometié a arbitraje bajo el sistema de doble ciego
(peer review).

Correccién y disefio:
La Caracola Editores

Impreso en Ecuador

Prohibida la reproduccién de este libro, por cualquier medio, sin la previa
autorizacién por escrito de los propietarios del Copyright.

CDU: 537 + 621.3

Electromagnetismo bisico e introduccién a los circuitos eléctricos. Tomo 2.
Riobamba: Escuela Superior Politécnica de Chimborazo.

Instituto de Investigaciones; 2015

101 p.vol: 17 x 24 cm

ISBN: 978-9942-14-228-3

1. Fisica

2. Circuitos eléctricos

3. Electricidad

4. Electromagnetismo




CONTENIDO TOMO 2

Capitulo 3. Ley de Gauss ...cc.cceeerueieinienieineieinencteesieteeseeeeevenenes 9
3.1 Flujo eléctrico...cuiininiiiiiiiiiiiiiiniciciiccicceceeeee 9
3.2 Flujo que emana una carga puntual...........cccoeviviriiinicnnnne. 10
3.3. Ley de Gauss ...ccccevuiieiiiiiciiiiciciicicecee 12

3.3.1 Ley de Gauss para una distribucién lineal de cargas.. 13
3.3.2 Ley de Gauss para una distribucién superficial de cargas .. 14
3.3.3 Ley de Gauss para una distribucién volumétrica de cargas.. 17

3.4 El campo eléctrico en presencia de un conductor................... 18
3.5 Ejercicios de aplicacion .........cccooceeiriciniiiiinininiiciccene, 20
Capitulo 4. Potencial €léctrico ....coueurerierininienineneiienienieenceeeneenenens 39
4.1 TrabaJO cecvveieciicee s 39
4.2 Energia potencial ..........cccoiiiiiiiiniiiiiiiccee 43
4.3 Diferencia de potencial.........ccccceeeiiinevieiinininininiiiincienne 43
4.3.1 Diferencia de potencial entre dos puntos................... 45

4.4 Potencial debido a varias cargas puntuales...........cccceevruennne. 47
4.5 Relacién entre potencial y el campo eléctrico......oeeveuenreunnee 48
4.6 Calculo de campos eléctricos mediante el potencial............... 50
4.7 Energia en el campo electrostatico ......coevvrererieenrerveenuennencns 51
4.8 El electron-voltio .......ccccovvuiiiiiiniiiiiniiiiciccce 54
4.9 Ejercicios de aplicacion .......coeceeereerirenieninenienieenieeeenneneenens 55
Capitulo 5. Capacitancia y dieléctricos ......eevevirenerireneninenenieenennenens 71
5.1 El condensador.........cccoviiiiiniiiniiiiiiii 71
5.2 Capacitancia o capacidad.........cccooviiiiiiiiininiiiccee, 71
5.2.1 Capacidad del condensador de placas planas.............. 72

5.2.2 Capacidad de un condensador esférico.............cc........ 73

5.2.3 Capacidades entre cilindros coaxiales...........ccccucueee. 75

5.3 Asociacién de condensadores: serie, paralelo, A -> Y.............. 77
5.4 Energia almacenada en los condensadores ..........cccceevvuennnee 82



5.4.1 Energia que almacena un condensador

de placas paralelas en su campo eléctrico .......ccovevueeruennnene 83
5.5 DIElCIICOS .uouviuiiiiiiiiciiicececicctcie e 84
5.6 Influencia del dieléctrico en un condensador............cccccc..e. 85
5.7 Ley de Gauss en condensadores con dieléctricos.................... 87
5.8 Energia almacenada en un medio dieléctrico .......cccevevueuennee 89

5.9 Ejercicios de aplicacion ........ccceeuevieiviecieinienieincnieiiiicenns 89



CAPITULO 3
LEY DE GAUSS

3.1 Flujo eléctrico

Se define el flujo eléctrico ¢ como el nimero de lineas de campo
eléctrico que atraviesa una superficie en forma perpendicular. Esta superfi-
cie puede ser cerrada o abierta (Resnick y Halliday, 1977, p. 851).

En la figura 3.1, procedemos a calcular el flujo eléctrico de la siguiente
manera: la superficie real es el drea de dimensiones L por L. Esto es A =
L% pero, en esta superficie, las lineas de campo eléctrico no lo atraviesan
en forma perpendicular, con lo que no se cumple la definicién de ¢E. Para
cumplir con esta definicién, las lineas de campo eléctrico atraviesan en for-
ma perpendicular en la componente de la superficie, esto es, L L Cos 6.
Utilizando estos criterios, realizamos lo siguiente:

L Cos9

\J

\/

\/
e!

\/

Figura. 3.1. Superficie hipotética colocada dentro de un campo eléctrico.

# de lineas = (E) (drea perpendicular)
¢, = (E) (L L Cos0)
¢,= EL?Cos 6

S=A=1L12%, siendo Slasuperficie que atraviesa el campo eléctrico.
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EA Cos 0
ES Cos 0 (3-1)

O
Py

Tomando en cuenta la definicién del producto escalar, la ecuacion
(3-1) nos queda de la siguiente forma: ¢, = E.S

Si consideramos un diferencial de 4rea (ds), entonces existird un di-
ferencial de flujo eléctrico (d¢,); esto es:

d¢, = Eds Cos 6

¢, = JE ds Cos 6

o, = [E.ds

Cuando la superficie es cerrada, la f6rmula del flujo eléctrico queda
representada en la ecuacién (3-2).

o, =4 E.ds (3-2)

3.2 Flujo que emana una carga puntual

Aun cuando la Ley de Gauss es vilida para una superficie cualquiera,
la informacién puede obtenerse mis ficilmente de una superficie esférica
de radio r con centro en la carga g, tal como lo muestra la figura 3.2. La
ventaja de esta superficie es que, por simetria, E debe ser normal a ella y
debe tener la misma magnitud en todos los puntos de la superficie.

Figura. 3.2. Una superficie gaussiana esférica de
radio r, que rodea una carga puntual q*
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En la figura 3.2, utilizamos la ecuacién (3-2) para calcular el flujo
eléctrico. Este debe cumplir con los siguientes criterios: escogemos una
superficie cerrada de forma esférica de radio r, que encierre la carga q, la
misma que se encuentra en el centro, lo cual nos garantiza que las lineas de
campo eléctrico lo atraviesan en forma perpendicular y radial. En la esfera,
escogemos un diferencial de superficie ds y, sobre esta, dibujamos los dos
vectores E y ds. La carga q tiene signo positivo y sobre el diferencial de
superficie asumimos una carga de prueba q, razén por la cual existe una
tuerza de repulsién; y el vector E lo dibujamos en forma perpendicular y
radial de la superficie hacia afuera. El vector normal ds lo dibujamos en
forma perpendicular de la superficie hacia afuera. Para este caso, el vector
campo eléctrico E y el vector ds, en cualquier punto de la superficie gaus-
siana, estan dirigidos radialmente hacia afuera; el dngulo entre ellos es cero.
El flujo eléctrico para esta carga puntual es: la integral cerrada de superficie
de la esfera se convierte en una integral abierta. Esto es:

¢, =$E.ds
¢, =JE ds Cos 6 = [E ds Cos 0° = [E ds
¢, =E[ds=ES

La superficie de la esfera es S = 4nr? y el campo eléctrico E producido
por una carga punto q a una distancia r es:

1
S
4ng, 1
1 g q
_ A 42) =
2 4ng, 1 (4mer’) g,
dp = Si, es el nimero de linea de campo E que estd saliendo de q.

0

11
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Si la carga es negativa (figura 3.3), existe una fuerza de repulsién y
el vector campo eléctrico E se dibuja en forma radial y perpendicular del
diferencial de superficie hacia adentro; mientras que el vector normal ds
siempre se dibuja en forma perpendicular de la superficie hacia afuera. Los
vectores E y ds forman un dngulo de 180°.

Figura 3.3. Superficie gaussiana esférica de radio r,
que rodea una carga punto q negativa.

¢, =$E.ds=[Edscos6=]EdsCos 180°
¢, =-JEds=-Efds=-Es

1 9 q
=- (4nr?) = - 4
% 4ng, 1 .
Op =- i, es el nimero de lineas de campo eléctrico que estan
K entrando a q.

3.3 Ley de Gauss
Laley de Gauss que se aplica a cualquier superficie hipotética cerrada
(llamada superficie gaussiana), establece una relacién entre ¢, para la su-

perficie y la carga neta q encerrada por la superficie.

Si tenemos varias cargas encerradas por la superficie gaussiana, la
carga neta (Qn) es:

12
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Qn=gq, + q, +..+q,

N
%=2 q
i=1

Entonces, el flujo eléctrico producido por varias cargas es:

=—=,  es el nimero de lineas que salen o entran a la carga Qn.

Por otra parte:

0, = $ E.ds, esel nimero de lineas que atraviesan una superficie cerrada.

¢E=§E.ds=$

€

Donde:

N
Qn = E q> es la suma de todas las cargas encerradas por la
-1

superficie gaussiana.

_Q,

Entonces, 1a ecuacién de la ley de Gauss es: $ E.ds =—= .

€

3.3.1 Ley de Gauss para una distribucién lineal de cargas

Cuando a lo largo de una barra se distribuyen cargas eléctricas (fi-

gura 3.4), se dice que existe una distribucién lineal de cargas, dada por la

siguiente ecuacion:

13
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r -
1

Siendo: A = densidad lineal de cargas
Q_, = carga neta (total)

1 = longitud de la barra donde se encuentran las cargas

Si la distribucién de cargas es uniforme, el valor de A es constante. Si
tomamos un diferencial de longitud (dl), existird un diferencial de cargas

dQn; esto es:
dQ_ =2Adl

il g

++++++++++++++.+++

< »
< '

Figura 3.4. Cargas distribuidas linealmente sobre una barra

Integrando, tenemos:

Q_ = JAdl, carga neta para una distribucién lineal de cargas.

3.3.2 Ley de Gauss para una distribucién superficial de cargas
Cuando sobre una superficie de un material se distribuyen cargas

eléctricas (figura 3.5), se dice que existe una distribucién superficial de car-
gas y viene dada por la siguiente ecuacién:

14
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Siendo:
o = densidad superficial de cargas

Q_, = carga neta (total)

S = superficie donde se encuentran las cargas

v/—\S

ds
7

Figura 3.5. Cargas distribuidas en una superficie (superficie de un disco)

En un diferencial de superficie ds, existird un diferencial de carga

dQ_; esto es:
dQ_ = ods
Integrando, tenemos:

Qn = Jods, carga neta para una distribucién superficial de cargas.

15
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3.3.3 Ley de Gauss para una distribucién volumétrica de cargas

Cuando en un volumen se distribuyen cargas eléctricas (figura 3.6),
se dice que existe una distribucién volumétrica de cargas y viene dada por
la siguiente ecuacién:

p = &
A%
Siendo:
p = densidad volumétrica de cargas

Q_, = carga neta (total)

V = volumen del material

Figura 3.6. Cargas distribuidas en un volumen (volumen de una esfera)

En un diferencial de volumen (dv), existird un diferencial de cargas

dQ_; esto es:
dQ_ = pdv
Integrado

Q. .= [pdv  carga neta para una distribucién volumétrica de cargas.

16
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3.4 El campo eléctrico en presencia de un conductor

a)  El campo eléctrico E es igual a cero en todas partes dentro del
conductor.

b)  No hay carga neta dentro del conductor.

¢)  Elcampo eléctrico es, en todas partes, perpendicular a la super-
ficie limitrofe del conductor.

d)  La carga inducida por unidad de irea (o) en la superficie del
conductor tiene relacién con el campo eléctrico E, en la super-
ficie, por medio de:

Propiedad a) Tomando en cuenta la figura 3.7 (a), el campo eléctrico
interno es diferente de cero (E # 0).

En (b) y (c), At = 10 seg es el tiempo que tardan en redistribuirse
las cargas de material conductor, desde la condicién inicial (b) hasta la
condicién final (c).

E=0
E =—, E =campo eléctrico externo
q
E 0
eE = F, e=carga del electrén
F=ma , F=fuerzadelelectréon
o= Fa=aceleracién
(a) m ~ m = masa del electrén

Figura 3.7. (a) Material conductor en t =0
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— — ! +H—>
— |t —> H—
— -t ———> —- tH—
—_— €+ ——> —» t——
— |t —_—> t—>
—_— |t ——— E —> > E
—_— > e >
— <> —_—> >
— |- > g +—>
— - —> —_—- t—>
(b) (c)
INICIAL At =10"seg FINAL

Figura 3.7. (b) material conductor en 0 < t < 10,
(c) Material conductor en t > 107

Propiedad b) En la figura 3.8, el campo eléctrico E en el interior del

material conductor es cero; esto es:

(1>E=§E.ds=lQm
£

0

Figura 3.8. Material conductor

18
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Propiedad ¢) En la figura 3.9, el campo eléctrico E, no debe existir,
porque no es perpendicular a la superficie, ya que, si no es perpendicular,
los electrones libres comenzardn a moverse y, por lo tanto, existe una ace-

leracién.

E

Figura 3.9. Material conductor irregular

Propiedad d) En la figura 3.10, se demuestra que, en un material
conductor, todas las cargas se encuentran Unicamente en la superficie del

material.

Figura 3.10 (a) Material conductor.
b) Seccién del material conductor amplificado

19
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1
¢, = § E.ds = — Jods
€

0

[E ds Cos 0° = ° Jds
€

0

Efds = ° Jds
€

c

E=_—

0

3.5 Ejercicios de aplicacién (problemas resueltos del capitulo 3)

Problema 3.1. Calcular el campo eléctrico E, debido a un plano no
conductor e infinito que tiene una carga uniforme por unidad de drea ¢ (ver

figura 3.11).

Figura 3.11. Plano infinito

20
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Solucion:

¢E=§E.ds=%
€

0
$Eds=[, Eds + [, Eds +][, E.ds,

$;E.ds = [ E ds Cos 0°+ [ E ds, Cos 0° + [.E ds; Cos 90°
$Eds=[ Eds +[,Eds, +/(0)

§,=5,=5,=8

§ E.ds=ES, +ES,+0=ES+ES=2ES

§,E.ds = 2ES

Q_=0S

21
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Problema 3.2. Un cilindro no conductor y muy largo de radio a, tiene
una carga uniforme por unidad de volumen p. Calcular el campo eléctrico
en un punto situado dentro y fuera del cilindro (figura 3.12 (a)).

Solucion:

En la figura 3.12 (a), procedemos a calcular el campo eléctrico dentro

(r < a) y fuera (r > a) del cilindro, utilizando la ley de Gauss:

Figura 3.12. (a) Cilindro de longitud infinito. (b) E parar < a.(c) E parar > a

a) Parar<a

En la figura 3.12 (b):

22
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¢E=j;E.ds=$

&

fSSE.ds = fsg E.ds, + fSSE.ds3 = Sl [pdv

0

fle ds, Cos 90° + fSZE ds, Cos 90° + fs3E ds, Cos 0° = SB Jdv

0

0+0+fsEd53=£fgdv
’ €

0

S = 5,=2mrL,, superficie lateral del cilindro

V =nr’L volumen del cilindro

E 2nrL = (p/e,) nr’L
E-= ﬂ —> E = p_ r
802 280

b) Parar > a:

En la figura 3.12 (c):

$E.ds = %

€

23
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1 .
fle.ds1 + fsz E.ds, + f& E.ds, = = J, pdv

0

J{E ds, Cos 0°+ [, E ds, Cos 90°+ [ E ds, Cos 90° - 83 fedv

0

Js1 Eds 0+0= P f(j‘dv

0

ESl -2 V|oa
€

0

S,=2mL;  V|i=ma’L

E2nrL = P na’lL

)

E-P*
2¢

> 1
r

0

Problema 3.3. Calcular el campo eléctrico en el exterior de una esfera
de radio a, que tiene una distribucién volumétrica de cargas (ver figura 3.13).

Figura 3.13. Célculo de E parar > a

24
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Solucion:

En la figura 3.13, 1a esfera de radio a tiene una distribucién volumé-
trica de cargas uniformes. Para calcular el campo eléctrico en el exterior (r >
a) de la esfera de radio a, se procede de la siguiente manera. Escogemos una
superficie gaussiana de forma esférica de radio r, para que nos garantice que
las lineas de campo eléctrico lo atraviesen en forma perpendicular. Sobre
esta superficie, cogemos un diferencial ds, sobre el cual dibujamos los dos
vectores E y ds; luego, utilizando la f6rmula de la ley de Gauss, tenemos:

$ E.ds = %

€

La integral cerrada de superficie de la esfera tiene una sola superficie
abierta. La carga neta Q__ la reemplazamos por una distribucién volumé-
trica de cargas:

1
Ji EdsCos0°= — J¢pdv
€

0

. _ P
ES|0 = V|(§1
€

0

E(4nr?) = P (i )
g 3

0

3

E-_P?

2
3801‘

25
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Problema 3.4. La figura 3.14 muestra una seccién de una barra in-
finita de carga. La densidad lineal de carga A (esto es, la carga por unidad
de longitud medida en coul/metro) es constate para todos los puntos de la
linea. Encontrar una expresién para E a una distancia r de la linea.

+
+lr ds
+
+
----- + ST

Figura 3.14. Una barra infinita con una distribucién lineal de cargas

$E.ds = & (3-3)

€

Q. = [hdx
Q,

A=
L

§,E.ds=J, Eds, + ], Eds,+ [ Eds,

$.E.ds = [ Eds, Cos90° + [, E ds, Cos 90° + [ E ds, Cos 0°
§,E.ds=0+0+ Eds, = Es,

§, E.ds = = Es, (3-4)

26
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(3-4) en (3-3):

1
Es =%=—D»dx
80

3
80

A
Es.=— L S3 = 2nrL
80

3

A
E2mrL= — L

€

A
g~ 1
2ne, r

0

Problema 3.5. Calcular el campo eléctrico entre dos placas metdlicas

(conductoras) (figura 3.15).

E d
E
o s
E=0
—d
() (b)

Figura 3.15. (a) Capacitor de placas paralelas. (b) Vista frontal de (a)

27
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Solucion:

¢ E.ds = &

€

Q_ = Jods

1
JEds Cos 0° = — [ods
g

0

(¢
ES=—S
80
(¢
E-—
€

Problema 3.6.“La figura 3.16 muestra una carga punto de 1.0 x 10”7 coul,
en el centro de una cavidad esférica con radio de 3.0 cm, en un trozo de metal.
Use la ley de Gauss para encontrar el campo eléctrico en el punto 2 a la mitad del

centro a la superficie, y en el punto &” (Resnick y Halliday, 1977, p. 873).

Solucion:

Figura 3.16. Carga q en el centro de una cavidad esférica

28



Pedro Infante Moreira

En la figura 3.16, la carga q es positiva y estd en el centro de la esfe-
ra. Para calcular el campo eléctrico, utilizamos una superficie gaussiana de
forma estérica que encierre la carga total q. Las lineas de campo eléctrico
atraviesan esta superficie gaussiana en forma perpendicular. Como se trata
de una carga de signo positivo, los dos vectores E y ds son perpendiculares
al diferencial ds y forman un dngulo de cero grados, similar al grifico de la
figura 3.13, razén por la cual no lo dibujamos en la figura 3.16. A continua-
cién, procedemos a realizar los célculos:

Q,

$§E.ds=—
80
fEds=i
SO
ES - L
80
E4naz=i
80
E: q i)a:i
4ng, a* 2
1 -7
E = kq =kqi=4ki=4(9x1o9) LOX107 _ 4 0x 108

E=40x10° N/coul

En el punto b, el campo eléctrico es igual a cero, ya que se trata de un
metal y, dentro del metal, E = 0.

29
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Problema 3.7. “Una esfera metilica de paredes delgadas tiene 25 cm
de radio y lleva una carga de 2.0 x 10”7 coul. Encontrar E para un punto a)
dentro de la esfera, b) fuera de la esfera y muy cerca de ella,y ¢) a 3.0 m del

centro de la esfera (figura 3.17)” (Resnick y Halliday, 1977, p. 875).

(a) (b)
Figura 3.17. (a) Esfera metélica de paredes delgadas. (b) E parar > R

a) Parar < R:

En la figura 3.17 (a), las cargas se encuentran distribuidas en la su-
perficie, entonces el campo eléctrico en el interior de la esfera es igual a

cero (E = 0).
b) Parar > R:
En la figura 3.17 (b), se coloca una superficie gaussiana de radio ry

se ubican los vectores E y ds, los cuales forman un dngulo de cero grados.
Procedemos a realizar los cilculos utilizando la ecuacién de Gauss.

Q,

$E.ds=— — Q.= [ods,
80
1 Q,
JE ds cos 0° = — [ods, c=
80 Sl

30



Pedro Infante Moreira

Efds=ifds1 S = 4nr?
g

0

e. & &
rZ

0x107
E - (9x10°) 2((())X—O - 288 x 102 N/coul

25)?
c)Parar=3.0 m:

Q,

E=k —

r2

7
E=(9x10% M =2 x 10? N/coul
(3.0)

E =2x10?> N/coul
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Problema 3.8. “Un electrén de 100 eV se dispara directamente ha-
cia una gran placa metélica que tiene una densidad de carga superficial de
-2.0x 10 coul /m?. ;:Desde qué distancia debe dispararse el electrén para que
llegue casi a pegar a la placa? (figura 3.18)” (Resnick y Halliday, 1977, p. 875).

|
l
|
|

)

ds

Figura 3.18. Un electrén se dispara hacia una placa metlica.

Solucion:
V2 =V2 + 2ax

Donde, V es la velocidad final, V  es la velocidad inicial, 4 es la acele-
racién y x es el espacio recorrido. Debido a que el electrén se va a detener,
la velocidad final es igual a cero (V = 0) y queda la ecuacién (3-5).

V2= -2ax (3-5)

0

En la figura 3.18, utilizando Gauss, tenemos:

$ E.ds = %

€
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1
JE ds cos 0° = — [ods,

8O
ES=—§,
80
S-S,
E-2 (3-6)
€

0

La fuerza eléctrica es F = QE y la fuerza mecdnica es F = ma; igua-

lando estas dos ecuaciones, tenemos: ma = QE. Despejando la aceleracion,
tenemos la ecuacién (3-7).

a= — (3-7)

Reemplazando la ecuacién (3-6) en (3-7), tenemos:

cQ

Som

Este valor reemplazamos en la ecuacién (3-5):

V-2, (3-8)
g,m

Pero 100 ev = % m V¢, despejando V:

V2 - 200 ev (3-9)
m
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(3-8) = (3-9)
22 Q X= 200 ev , siendo ev = electrén voltio
g,m m
100eve,
x= -
o Q

Pero el valor de un ev es igual al valor de la carga Q); entonces:

100 100)(8.9 x 1012
X= - %o __ (100)(8.9 ) =4.45x10*m
) -2.0x10°

Problema 3.9. “La fig. 3.19 muestra un cascarén esférico no con-
ductor de carga, de densidad uniforme p(coul/m?®). Hacer una gréifica de E
para diversas distancias r del centro del cascarén, variando de 0 a 30 cm.
Supéngase que p = 1.0 x 10 coul/m?, a = 10 cm; y b = 20 cm” (Resnick y
Halliday, 1977, p. 876).

Solucion:
a)Para O<r<a, E=0, yaqueQn=0.

b) Para a< r <b (figura 3.19 (b))

$E.ds = &

0

Q_ = fpdv

1
JEds cos 0° = — [pdv
g

0
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E[S]: = [V];
€

0

p 4
E(4nr?) = — ey n(r® - a%)

€

E-_ (;-2 (3-10)

2

6

519x10Y |
N /

2,31 x 107 5] /

S | I » r(cm)

@b 30
(c) (d)

Figura 3.19. (a) Cascardn esférico no conductor. (b) E paraa <r <b.

(c) E parar > b,d) grificode E vs. r
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¢) Parar > b (figura 3.19 (¢)):

$E.ds = &

€

1
JEds Cos 0° = — [pdv
80

E[S] = [V]’
€

0

p 4
E(4nr?) = — ey n(b® - a%)

€

P /b
E-— <b3 a3> (3-11)
3e, r?

Parar = 30 cm = 0,3 m, en la ecuacién (3-11):

E-
3(8.9x 10-12)

1.0x10° <(0.2)3 - (0.1)?

> =231x10"
(0.3)?

E=231x N/coul

Para r = b en la ecuacién (3-10):

E =

_ 1.0x10° <(0.2) i (0.1)°
3(8.9x101%)

027 > =5.192 x 10" N/coul

Utilizando las ecuaciones (3-10), (3-11), los valores de E calculados
paraunr = 30 cm y r = b, ademads el valor de E = 0 para r < a, procedemos
a graficar E 5. 1, tal como lo muestra la figura 3.19 (d).
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Problema 3.10. “La figura 3.20 muestra, en seccién, dos largos ci-
lindros concéntricos de radios a y b. Los cilindros llevan cargas iguales y
opuestas, A por unidad de longitud. Usando la ley de Gauss, demostrar a)

que E =0 parar>byparar <a,yb) que entre los cilindros E estd dada por:
(Resnick y Halliday, 1977, p.876)”.

A
E=P

(a)

2mr

e T E—

(c)

Figura 3.20. (a) Cilindros concéntricos de radios a y b.
(b) E para a < r < b, ¢) drea lateral del cilindro
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Solucién:
a) Parar<a,E=0,yaqueQ_=0
Parar>b:Q_=Q-Q.=0

fﬁE.ds:& — E=0

€

b)  Paraa<r<b (figura 3.20 (b)):

En las dos tapas del cilindro, el campo eléctrico es cero, ya que el
vector E y el vector ds forman un dngulo de 90°. La superficie lateral es la
Unica que contribuye para el cilculo del campo eléctrico.

$ E.ds = & S = 4rea lateral

€

Q. = -fhdx S = 2mel.

1
J"Eds Cos 180° = — (-/ indx)

0

A
ES=- "L

— lo que queriamos demostrar
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CAPITULO 4
POTENCIAL ELECTRICO

4.1 Trabajo

Sears y Zemansky (1966, p. 152) sostienen que se realiza trabajo (W)
cuando la fuerza aplicada estd en la misma direccién que el desplazamiento.
Considerando la figura 4.1, solo realiza trabajo el componente de la fuerza
F Cos 0, ya que estd en la misma direccién que el desplazamiento. El tra-
bajo que se realiza para mover el bloque M desde el punto A,, un diferen-
cial de distancia dl, viene dado por:

dW = FCos0dl

> F cos 0

dl
A B
Figura 4.1. Bloque deslizandose desde A hasta B, una distancia dl.

Para obtener el trabajo total, integramos desde el punto A hasta el
punto B; esto es:

W = [Bdw = [5F Cos 6 dI
W= AE = AU+Ak

AU = variacién de energia potencial
Ak = variacién de energia cinética
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Campo gravitacional

Un campo es conservativo cuando el trabajo realizado por un cuerpo
es independiente del camino seguido por este, y solo depende de la posi-
cién inicial y final del mismo, no interesa la trayectoria que se va a seguir

(figura 4.2).

Figura 4.2. Movimiento de un cuerpo en el espacio
gravitacional desde A hasta B

Demostrar que, para cualquier distribucién de carga en reposo, el
campo eléctrico es conservativo. Al movimiento bastante lento, se denomi-

na movimiento cuasiestdtico.

Figura 4.3.Carga q; desplazindose en un campo
eléctrico producido por la carga Q.
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En la figura 4.3, se encuentra una carga de prueba q; moviéndose
desde el punto A hacia el punto B dentro de un campo eléctrico E, pro-
ducido por la carga Q’, donde la fuerza eléctrica F* es igual a la fuerza
mecdnica -F; entonces, la fuerza neta sobre la carga es aproximadamente
igual a cero.

Fneta=F-F=0

v = cte.

a=0

Ak = 0, la energia potencial no depende de la trayectoria que recorra
la carga.

Donde: a = aceleracién, v = velocidad

El trabajo realizado por la fuerza mecdnica es idéntico al trabajo rea-
lizado por la fuerza eléctrica. En la figura 4.3, el trabajo que se realiza para
mover la carga q;, desde el punto A hasta el punto B, viene dado por la
ecuacién (4-1):

W =[8FdlCos 6 4-1)

El vector desplazamiento dl, en cualquier punto de la trayectoria,
siempre es tangente. Para que se cumpla con la definicién de trabajo, se
coge el componente del desplazamiento dl Cos 0, el cual estd en la misma
direccion de la fuerza -F; dl es una variable ficticia, debemos relacionarlo
con la variable real del problema. El campo eléctrico que produce la carga
Q? varia con el radio r; esto es:

dr=dl Cos 0
=-q E

El campo eléctrico producido por una carga puntual es E= k L .

1‘2
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Reemplazando estos valores en la ecuacién (4-1), tenemos:

dr
W=If_q5Edr=f§_qak%dr=-kq5QLf—2
r
118
W=-kq3Q‘-— 9 =
Tla
1 1
W=quQ - -
5 Ta
W=gq,/2EdlICosb
W=gq, [P Ed
[¥E.dl = cte.
$.E.dl=0 | integral cerrada de linea
Ak =0
w = AU + Ak
w =AU
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4.2 Energia potencial
w= AU=-q, [PE.dl

U,-U, =-q, [PEd

4.3 Diferencia de potencial

Considerando la figura 4.4, tenemos:

Rilge -[BE.dl , Diferencial de potencial
9o

AU
S —[FPEd Y.v w-U
9 9
U - 1

Lt [P Ed K{J"“} - [volt]
qO qO cou

V.-V, =-[FE.dl [volt]
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1) Si un conductor se conecta a tierra, el potencial de tierra (V) es
igual a cero.

V.. =0, tal como se muestra en la figura 4.5.

Tierra

Figura 4.5. Material conductor conectado a tierra.

La carga q, estd distribuida en toda la superficie de la tierra, por lo
tanto ¢ = 0.

2) El potencial eléctrico en el punto p, cuando p estd en el infinito,
su valor es cero.

V, =0, (figura 4.6).

Q r—>» o

@ 2 (eo)?

ﬁE=kaQ 0

Y

Figura 4.6. Campo eléctrico en el punto P, producido por la carga Q.

3) Potencial en un punto P (figura 4.7). Para hallar el potencial eléc-
trico en el punto P, debemos realizar un trabajo para moverse desde el
infinito hasta el punto P.
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Q T P

Figura 4.7. Potencial eléctrico en el punto P, producido por la carga Q.

X rE
Yo
5 1 1
w=-q,JPE.dl=q QK —-—
r, I,
w AU 11
—=—=VB—VA=IEE.dl=QK<—‘—>
% D Ty Ta
1 1
V,-V,=V,-V_=QK  w

V = —~
P dng, 1,
4.3.1 Diferencia de potencial entre dos puntos
Q. dr B dl A E
O > @ < @ > >

Figura 4.8. Diferencia de potencial entre el punto A y B

En la figura 4.8, se muestra una carga Q_que genera un campo eléc-
trico. Se desea calcular el potencial eléctrico entre los dos puntos A y B.
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V-V, = —fjf E.dl
dl = -dr

[E.dl=[E dl Cos 180° = -[E dl = -[E (-dr)

[E.dl=[E dr

Cos 0 = Cos (180° - 0) = Cos a
Cos (180° - a) = Cos 0

Figura 4.9. Campo eléctrico generado por la carga Q_a una distancia r.

dr= dl Cos 0
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4.4 Potencial debido a varias cargas puntuales

Considerando la figura 4.10, los potenciales V, V. y V. producidos

por las cargas q,, q,, q, son:

'O
1 q

+ V =
b ! 4mg, 1,
1 r
2 1
V, - L
4Tt80 I,
P Iy O % V - 1 q,

Figura 4.10. Potencial eléctrico en el punto p, debido
a las cargas q, q, y qs, positivos.

Donde el potencial eléctrico en p es:

Ve L (9%, %
4T[80 r 1‘2 r

1

Generalizando para N cargas, el potencial en un punto generado por

un conjunto de N cargas es igual a:

1 N
v, - >

4ne, “ r.
i=1 1

q

Q_ =Y q,=JAdx; parauna distribucién lineal de cargas
Q. =Xq-= Jo dx; para una distribucién superficial de cargas

Q. =Xq-= Jp dx; para una distribucién volumétrica de cargas
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4.5. Relacién entre potencial y campo eléctrico

AV=-[SEdl=-[FEdlCos0

dv=-EdlCos90
dv
i E Cos 6 (4-2)

(4-2) es la variacion o rapidez con que varia el potencial en la direc-
cién dl. Segun la figura 4.11, conociendo el potencial eléctrico en el punto
p, podemos hallar el campo eléctrico en ese punto, esto es:

E dv
XU &
E dv
Y~ dy
E dv
27 4z

Figura 4.11. Componentes del campo eléctrico en el
espacio tridimensional

Superficies equipotenciales.- Es el lugar geométrico de los puntos de
igual potencial eléctrico. También podemos decir que son superficies que
tienen el mismo nivel de energia.

En la figura 4.12 (a), el campo eléctrico atraviesa en forma perpendi-
cular la superficie equipotencial.

Considerando la figura 4.12 (b), en la trayectoria 1_2 la diferencia
de potencial es cero, porque ambos puntos estin en la misma superficie
equipotencial; y para moverse en una misma superficie, no hace trabajo. En
la trayectoria 3_4, existe una diferencia de potencial, ya que se mueve a tra-
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vés de superficies equipotenciales diferentes y, consecuentemente, realizan
trabajo.

A\
i 1\

superficie
equipotencial

(a) (b)
AR

A
\

(c)
Figura 4.12. Superficies equipotenciales. (a) una sola superficie

equipotencial, (b) dos superficies equipotenciales, (c) a medida
que varia el radio, las superficies equipotenciales son diferentes.

Considerando la figura 4.12 (c), se ubica una carga q positiva en el
centro, el cual genera lineas de campo eléctrico en forma radial y hacia fuera.
Se trazan dos superficies equipotenciales de valores V| y V ,siendo V, > V..
Estas superficies equipotenciales son de forma esférica.
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4.6 Cilculo de campos eléctricos mediante el potencial

E V, = —
P 41’(80 r
dv
r ——=-ECos0
dr
Q dv,
=-E (4-3)
dr

Figura 4.13. Campo eléctrico en el punto p

Conociendo el potencial eléctrico en el punto p (figura 4.13), po-
demos calcular el campo eléctrico derivando el potencial con respecto al

radio, ya que en esa direccién varia el campo eléctrico.

dv, d d d
P=d—(VP)— < ! Q>= L < ey

dr dr 4ne, T 4ne, dr

¥V, Qo 1 Q

P =
dr  4ng, 4ng, 1’
v, 1 Q
dr B 47'[80 r2 (4_4)

La ecuacién (4-3) se reemplaza en la ecuacién (4-4):

“F =- =
' 4me, 1
1
gt &
' 41’(80 r?
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4.7 Energia en el campo electrostdtico

+

q,

Figura 4.14. Energia en el campo electrostitico,

producido por las cargas q, y q,,

El potencial eléctrico en un punto p viene dado por la siguiente
térmula:

1
V. - a
r

P
47‘[80

La energia electrostitica generada por las cargas q, y q, (figura 4.14)
estd dada por:

W=Vq2

Siendo V el potencial generado por la carga q,":

A\
AV =—
q
ve 1%
47‘[80 r,
we 9%
47[80 r,
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1 qq, -U

2
4T[80 r,

Si aumentamos una tercera carga (figura 4.15):

+

9,
QK
P
q;"
q, f23

Figura 4.15 Energia en el campo electrostitico
producido por las cargas q,, q, y q,.

La energia electrostitica almacenada por las tres cargas viene dada por:
U,=0U, + Vq,.

Siendo V el potencial generado por las cargas q," y q," en q,". Entonces,

vop (G, %
I.13 r23

k
DL TR I T

r12 r13 r23

U -k G | 9% | D%

T

r12 r13 r21
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Potencial en el interior de la superficie de un conductor (figura 4.16)

Conductor G

S E=-—
Superficie equipotencial %
V, = -[SE.dl
vook X
I

Figura 4.16. Material conductor

El potencial en el interior es igual al potencial en la superficie, debido

a que el campo eléctrico en el interior de un conductor es cero; esto es:

V.=-JEEdICos 6
Como el campo eléctrico E = 0, entonces V, , = 0.

Podemos demostrarlo utilizando derivadas:

dv=-EdlCos90

dv = 0, entonces el voltaje es constante, V = cte.

También podemos demostrar graficamente, tal como lo indica la fi-

gura 4.17.
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»
'

r

Figura 4.17. Grifico del potencial eléctrico V en funcién del radio r

V. = Wi [J oule} = voltio

coul

q=¢  q=1coulomb

Figura 4.18. Movimiento de un electrén

54

4.8 El electrén-voltio

ev = electrén-voltio
V., -V, = 1voltio
e- =1,602x 10" coul

av-2-Z

e e
lev = (AV)(e)
lev=(1volt)(1,602 x 10" coul)
lev=1,6 x 10" joule
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4.9 Ejercicios de aplicacién (problemas resueltos del capitulo 4)

Problema 4.1. Una particula de carga q, estd cerca de un plano infi-
nito y no conductor, de carga por unidad de superficie 6. Calcular el trabajo
necesario para desplazarla de A a B, a lo largo de:

a)  Latrayectoria de la linea recta 2 que conecta A y B, suponiendo
que esta linea forma un dngulo a con la linea AD, que es per-
pendicular al plano.

b)  Alo largo de la trayectoria de linea recta AD y BD.

[+ +++++++ + + + + |

Figura 4.19. Particula cerca de un plano infinito

Solucion:

a) Trabajo realizado en la trayectoria de AD (figura 4.19)
W,.=q/PEdl=q/[?E.dlcosa=q; Ecosa/?dl

W, . =qECosa(1]f=q;ECosa(B-A)=q E(Cosa)a

W, =q E(Cosa)a (4-5)
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Sabemos que el campo eléctrico producido por un plano infinito dis-

tribuido superficialmente y a los dos lados del plano es:

o
E- ——
2¢e

0

Reemplazando en la ecuacién (4-5), nos da como resultado la ecua-

cién (4-6):

56

q, 0aCosa
Wiy = (4-6)
0

b) Trabajo realizado en la trayectoria de AD y BD (figura 4.19):
W, =q JPEdl=q; [P EdlCcos 0°=q; E [P dl

W,=q¢EQ=qED-A)=q EaCosa

WAD=ngaCosa
*5aC

W, - q (523. 0s o
€

0

W =q [EEdl=q; [2EdICos90°=0

W_ . =0

DB

WAB = WAD + WDB

W, - qD*GaCos(x .
2¢,
“oa Cos a
Wis = qoz— (4-7)
€

0
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Conclusion:

El trabajo efectuado desde el punto A hasta el punto B no depende
de la trayectoria, solo depende de la posicién inicial y final, esto es (4-6) =

(4-7).

Problema 4.2. En una varilla delgada de longitud L, colocada en el
eje de las x con el extremo en el origen, se encuentra distribuida una carga
por unidad de longitud A dado por la expresién A = kx, siendo k una cons-
tante. Calcule el potencial eléctrico en el punto p de coordenadas p (0, y).

Solucion:

Sabemos que el potencial eléctrico en un punto p con respecto al
infinito y para cargas puntuales viene dado por la ecuacion (4-8):

Ay

Figura 4.20. Varilla con una distribucién lineal de cargas

L a
C4me, T

(4-8)

P

Debido a que el problema se trata de una distribucién de cargas li-
neales, debemos proceder de la siguiente manera:
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En la figura 4.20, la varilla de longitud L se encuentra en el eje x. Co-

gemos un diferencial de distancia dx, en la cual se encuentra un diferencial
de cargas dq, a su vez este diferencial de cargas produce un diferencial de
potencial dvp, entonces la ecuacién (4-8) se modifica y se representa en la
ecuacién (4-9); luego, se continta con el proceso.

58

1 dg

dv, = 4-9
P 4me, r (4-9)
dq=Adx
1
av, - A dx
dme, r

Para calcular el potencial total en el punto p, procedemos a integrar:

V. Lqda L L
' dneg,J ot dne,Jd T

Pero, por dato del problema A = kx

1 k x dx
V. =
’ 47‘580f r

r=4y +x°

B k X dx
p 471:80f(y2 +X2)l/2

2 2
u=y +x

du=2xdx — de=d?u
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k k 1
v, = f dlll/z = Py
dre, VY 2u dre, 2

12
_ k Tu _ k I:(y2+xz)1/2lg
" d4me, 2 112 dmg,

v, - k [(y2 R )1/2 _y}

fu‘”zdu

Problema 4.3. Calcular el potencial sobre el eje y,y a una distancia z
del plano de un lazo circular de radio @ que lleva una carga por unidad de

longitud A.
Solucion:
Considerando la figura 4.21, en un diferencial de arco ds existe un

diferencial de cargas dq, y este produce un diferencial de potencial eléctrico
en el punto p. Procedemos de forma similar que en el problema 4.2:

Figura 4.21. Lazo circular con una distribucién lineal de cargas

59



Electromagnetismo bisico e
introduccién a los circuitos eléctricos

V, = A fﬂads= A |s

2ma

4re, rdo dre,r "’
Vo= 2na
? 4n80r( )
vV - Aa

p 1/2
2ne, (a2 + zz)

De otra forma:

A
Vp_4n8rfds_ Ame rfZ ado= 4ne, rfZ a9

A n A A
v, =2 o -2 on- 2
4me v 4me r 2¢g,1
Aa

v

p=

2e,(a’ +2%)"?

Problema 4.4. A partir del potencial eléctrico, calcular el campo eléc-
trico en el punto p que se encuentra a una distancia .

Solucion:

Considerando la figura 4.22, procedemos a calcular el campo eléc-
trico que produce el dipolo en el punto p, razén por la cual debe cumplirse
la restriccién de que el radio 7 debe ser mucho mayor que la distancia 2a.
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E
e Er
! ve-k 4
rd 1'1
Ay . P V* = 1 - q
2 4me, (r-aCos 0,)
y 2
0, 0 Voo -q
= - qg X 4me, (r+aCos 0,)
(a)
i

(b)

Figura 4.22. (a) Campo eléctrico en el punto p producido por un dipolo,
(b) y (c) secciones de (a).

V. =V'+V"

p

_ 1 q 1 q
" 4mg, (r-aCos6,) 4mng, (r+aCosb,)

. q 1 _ 1
* 4ng, |(r-aCos0,) (r+aCos0,)

61



Electromagnetismo bisico e
introduccién a los circuitos eléctricos

v .4 [ r+aCos 0, —r+aCos 0,
" 4ne, |(r-aCos0,)(r+aCos0,)
v -9 aCos 0, +aCos 0,
" 4ng, |(r-aCos0)(r+aCos0,)

Comor>>a — 0,=0,=0

p

q |aCos 6 +aCos 6
[ ™ O }

4ne,

P 2 = 2

v - 4 [2210059] 1 2aqCos 0
r

4ne, dre, r

p= 2aq
1 pCos 6
V. = _
' dmeg, 1’ (4-10)

Una vez obtenido el potencial, ecuacién (4-10), procedemos a calcu-
lar el campo eléctrico en el componente radial Er y el componente longi-
tudinal E, tal como lo muestra la figura 4.22 (b).

E o
T ar
0 0 1 Cos 0
B, =-— (V) = ——| — 5
d, d,\4ne, r
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E =_pCosG i(i) _ p Cos0 (-2)
2

' 4ne, drir dng, 1’

E = 2p—COS39 , componente del campo eléctrico en la direccién radial
dre,r

dl=rdé

av, _ av,

ol rdf
ﬂ = _El = El = _%

ol ol

av 14
E - — p =_l P =_li(V)
! rdé r 06 rog 7’

E 1l 1 pCosé
Loy dre, 1’

1
E=--t—P % 0
r dme,re 00

p
E =- —Sen 6
! dore ( )
E, = M % , componente del campo en la direccién /

dme, r
Considerando la figura 4.22 (c) y la ecuacién (4-10), tenemos:

I pCosH

2

\Y

p

4me r
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X
Cos = —
r

Cos 0= ——
os 0=
Xz-i-y2

p X
de, (X°+Y7)

372 (4-11)

p=

De la ecuacién (4.11), derivamos con respecto a x:

IV, 9 d X
E =—=——(V)=-—— -~
i 0x ax( 2 0x (kp (x? +y2)3/2)

E, =—kp—|————|=-kp —(x(x +y3)7?)
x*+y?)

E =-kp [x(—%)(xz +y?)7? 2x +(x° +y2)‘3/zl

-3x
E, =-kp
I:(XZ + y2)5/2 (X + y )3/2 ]

- kp ; ( )5/2
x T 2 2852 | x? 32
(x"+y") (X +y*)
k
E_ - ﬁ( 3x2 +x2+y2)
kp
B =y
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k 2 _ 2 2
=— % , componente del campo en la direccién del eje x
X" +y

X
Utilizando la ecuacién (4-11), derivamos con respecto a y:

__D X
dne, (x> +y’)

p 32

MY
E, =- - =_i(vp)
dy dy

__9(_p X - —kpxi 1
y ay 47.[80 (X2 +y2)3/2 ay (X2 +y2)3/2

Ey — —kpX i [(X2 + y2)—3/2]
dy

E, - —kpx(—%)(xz £y 2y)

E, =-kpx y3 x* +y>)™"? , componente del campo en la direccién
del ejey
__ 3kpxy
y (X2 + y2 )5/2
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Problema 4.5. “Una ldmina infinita cargada tiene una densidad su-
perficial de carga 6 de 1,0 x 107 coul/m?. ;Qué separacién tienen dos su-
perficies equipotenciales entre las cuales hay una diferencia de potencial de

5.0 volt? (ver figura 4.23)” (Resnick y Halliday, 1977, p. 913).

(o)
— | A Ax B
) Xl E
S s E—

Figura 4.23. Lamina infinita con distribucién ¢

Solucion:

En la figura 4.23, el desplazamiento se realiza desde la posicién B
hasta la posicién A, tal como muestra el vector desplazamiento dl; ademis,
sabemos el valor del campo eléctrico E para una limina infinita; esto es:

o

E:_
2¢,

Utilizando la ecuacién de la diferencia de potencial, procedemos de

la siguiente forma:

Vap=- IXIE.dl=— IXlEd1C03180° = IXIEdl

X2 X2 X2

dl=—dx
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(0] X (0]
P (X| = (X1 —X2)

VAB:IXIEdX =— IXIidX =—
., 28 2¢e, o 28,

X2

(6] O
Vap= (X —x)) = — Ax
€ 2

0 €
2¢. V 2(8.85x107'%)(5
ax= 2o Vas _ 28810 DO)_ g o5 104 m
o 1.0x10
Ax =0.885 mm

Problema 4.6. Calcular el valor del potencial en cualquier punto a
una distancia r de la esfera dieléctrica (ver figura 4.24).

Figura 4.24. Esfera dieléctrica
Solucion:

En la figura 4.24, procedemos a calcular el campo eléctrico para un
radio r > a, para lo cual utilizamos la ecuacién de la ley de Gauss; esto es:

_Q
fE.ds— ‘.
erdscosO° = Ljapdv
0 €0 "o

67



Electromagnetismo bisico e
introduccién a los circuitos eléctricos

T p a
E (S| :8—(V|

0 0 0
4
E (4nr?) = ﬂ(—a1:a3)
g, 3
3
g- P2
3,1

Procedemos a calcular el potencial para un r > a (figura 4.24), uti-
lizando la férmula del potencial en un punto p con respecto al infinito.
Como se pide calcular el potencial en cualquier punto fuera de la esfera de
radio a, debemos integrar desde el infinito hasta r, esto es:

Vo= Bl - EdiCos 180° — | Edl
© 0 0

dl=—dr
V:_J' P :_p_éﬁjri pa3jrr2dr
P o 3g,1° 3g, 1,17 3e, 7,
sz_pa3 A pa’
3¢, r|o 3g,r
3
v, = 22
3,1
3
pa
Vo= V()=
P ® 3,1
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Problema 4.7.Tres particulas, cada una de ellas de carga q, estdn en
los vértices de un tridngulo equildtero de lado a (ver figura 4.25). Calcular:

a)  La energia electrostitica de esta configuracién.
b)  El cambio de esta energia si se separan de las particulas, hasta
que los lados del tridngulo tengan una longitud de 2a.

Figura 4.25 Tres particulas se encuentran en el vértice
de un triangulo equilatero.

Solucion:

a) U3 = energia electrostética producida por las tres cargas

U, =k

I, I I3

q1q2+q1q3+q2q3]

I, =l =T,; =a

94, =9, =95 =49
2 2 2 2
U, =k(q_+q_+q_)=3kq
a a a a
2
U, - k2L
a
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b)
2
U ok
2a
AU = U} - U,

2 2 2 2
AU=k3q _k3q =3kq 1_1 =3kq 1
2a a a \2 a 2

El signo menos (-) significa que la energia ha disminuido.
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CAPITULOS5
CAPACITANCIA Y DIELECTRICOS

5.1 El condensador

Resnick y Halliday (1977) sostienen que el condensador estd forma-
do por dos materiales conductores, que poseen cargas iguales en magnitud
y de signos opuestos (figura 5.1) (p. 922). El condensador, llamado también
capacitor, se lo representa con la letra C. El material conductor A tiene car-
ga positiva Q* y estd a un potencial V., mientras que el material conductor
B tiene carga negativa Q_y estd a un potencial V.

Figura 5.1. El condensador

5.2 Capacitancia o capacidad

La capacitancia o capacidad de un condensador se define como la
razén de la carga Q_de cualquiera de los conductores, dividida para la di-
ferencia de potencial V, existente entre ellos (figura 5.1). La capacidad
es funcién de la geometria del conductor. La férmula viene dada por la
ecuacién (5-1).

C=——=— (5-1)
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La unidad de la capacitancia viene expresada en faradios (F). Como
esta cantidad es grande, se utilizan los submiltiplos; esto es:

Microfaradio (pF) = 10°F
Nanofaradio (nF) = 10°F
Picofaradio (pF) = 102 F

5.2.1 Capacidad del condensador de placas planas

En la figura 5.2, considerar cémo dos placas paralelas e infinitas, de-
bido a que L >> d, entonces las lineas de campo eléctrico son paralelas.

=N

L

V=0
2L dij 1
d

Figura 5.2. Condensador de placas planas

Con los datos siguientes, procedemos a calcular la capacidad del con-
densador:

@)
]

S le)
@9l
Il
|a
Q
]

pVe)

V=-jfE.d1=-jfE dl Cos 180°=-jfE dl (=)
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v=[E d1=fid1=§f:d1=§[1]:

Donde A = drea de la placa.

c. Q _sA

T Qd d
g, A
C=8°dA [F]

5.2.2 Capacidad de un condensador esférico

Enla figura 5.1, se muestra un condensador formado por dos esferas
conductoras concéntricas de radios 2 y 4. La estera de radio « tiene una dis-
tribucién superficial uniforme de cargas totales positivas Q’, estas generan
lineas de campo eléctrico en forma radial; al atravesar por la esfera de radio
& (de espesor muy pequefio), se produce la induccién de cargas, donde las
cargas negativas Q_ se van a la superficie interior y las cargas positivas Q*
se van a la superficie exterior, como esta se encuentra aterrizada, entonces
las cargas positivas se van a tierra.
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Figura 5.3. Condensador de dos esferas concéntricas de radios ay b

Para calcular la capacidad de este condensador, en primer lugar, de-
bemos calcular el campo eléctrico para un radio a < r < b, utilizando la ley
de Gauss; este valor es:

1
B 19
4re, r

En segundo y tercer lugar, procedemos a calcular la diferencia de
potencial entre las dos esferas y, finalmente, reemplazamos en la ecuacién
(5-1). La diferencia de potencial entre las dos esferas =V,

Q dr Q dr
V=—j;’E.d1=—j:E drhjjmr_zhﬁj:r_z

74



Pedro Infante Moreira

_ Q _4m e, ab
Q b-a b-a
47 ¢ ab
C=4n g, ab [F]
b-a

5.2.3 Capacidades entre cilindros coaxiales

Para que las lineas de campo eléctrico salgan en forma radial y pa-
ralelas, la longitud L debe ser mucho mayor que el radio b, esto es, L. >> b
(figura 5.4).

Tomamos una superficie gaussiana de radio r (figura 5.4) y procede-
mos a calcular el campo eléctrico.

Figura 5.4. Condensador formado entre dos cilindros
concéntricos de radios a y b.

fE.ds _ %

€
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j;Eds(bSO"Z Q

€9

E(s|;=8g

0

E(2nrL)= Q

€

Q

- 2e,rL

AV =- j:E.dl = j:EdlcOslgm = j:Edl

dl=-dr AV=V
V=-[Ed
V=-f Q 4 (&
P2me, Lr 2ng, Lo r
Q a
V=- Inr
27'C80L[ ]b
V=- Q (Ina -Inb)
2n e, L
V=- Q n2
2neg, L b
- Q b
2re, L a
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C— Q _ 2me, L

Q b b

In— In—

2ne, L a a

2me, L )
= Faradios

b
In—
a

5.3 Asociacién de condensadores: serie, paralelo, A ->Y

Los condensadores o capacitares se pueden conectar de tres formas:
en serie, en paralelo y ni en serie ni en paralelo. En la figura 5.5, se mues-
tran los simbolos de los capacitares y el de la diferencia de potencial.

Condensador 4| ‘— 4| <— (a)

Diferencial de potencial o o (b)

Figura 5.5. (a) Simbolos del condensador y (b) diferencia de potencial

Configuracién de condensadores en paralelo.- Los condensadores se
encuentran conectados en paralelo cuando los potenciales son iguales.

B VRS N
Vab _ C1 _ C2 Vab _—_C
bo bo
(a) (b)

Figura 5.6. (a) Condensadores conectados en paralelo y
(b) circuito equivalente de los condensadores
conectados en paralelo
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En la figura 5.6 (a), los condensadores C, y C, estin conectados en

paralelo; entonces, los voltajes son iguales a Vab. La carga total Q_es igual
a la suma de las cargas Q_ y Q_; esto es:

Q-Q,+Q, (5-2)

Utilizando la ecuacién (5-1), calculamos los valores de las cargas Q_ y Q_:

Q,
Ci=— =Cy V,
| v, — Q=CVy

Q,
Cy=— =C, V,
2 Vab - Q2 2 Vab

Reemplazando los valores en la ecuacién (5-2), tenemos:
Q = Cl Vab + C2 Vab
Q=Vy (C+Cy)

V& =C+GC, (5-3)

ab

En la figura 5.6 (b), calculamos la capacitancia equivalente C; esto es:

_Q
C - Vab (5_4)

Las ecuaciones (5-3) = (5-4); entonces, C = C, + C,. Si conectamos

en paralelo 7 capacitores,
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C=20G (5-5)

Conclusién: cuando los condensadores se encuentran conectados en
paralelo, las capacitancias se suman: ecuacién (5-5).

Configuraciéon de condensadores en serie.- Los condensadores se en-
cuentran conectados en serie cuando las cargas son iguales.

(a) (b)

Figura 5.7. (a) Condensadores conectados en serie,
(b) circuito equivalente de los condensadores en serie

En la figura 5.7 (a), los condensadores estdn conectados en serie. En-
tonces las cargas son iguales; esto es: Q = Q_, = Q_, = Q_,, y el voltaje Vab
es igual a:

Vab=V, +V,+V, (5-6)

Utilizando la ecuacién (5-1), calculamos los valores de los voltajes

V1> V2, y V3:

(% Ly lQ
Vl Cl
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Reemplazando estos valores en la ecuacién (5-6), tenemos:

Vab=&+ &4_ &=2+ 24_ g =Q(_+ e L)
C1 CZ C3 Cl C2 C3 C1 CZ C3

Vo 1 1.1
Q ¢ G ¢ (-7)

En la figura 5.7 (b), el capacitor equivalente C es:

€= Yo L Gendocstoiguala (5-7)

= — N = — _ . .
Vab Q C’ siendo esto 1gual a ; entonces:

1 1 1 1

— = —4 —+ —

C ¢ C C

1 = 1
c-2¢ (5-8)

Conclusién: cuando los condensadores se encuentran conectados en
serie, la capacitancia equivalente es igual al inverso de la suma de los inver-
sos parciales, como se muestra en la ecuacién (5-8).
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Configuracién de condensadores que no estdn ni en serie ni en pa-
ralelo.- Cuando tenemos una configuracién de condensadores que no se
encuentran conectados ni en serie ni en paralelo, es imposible reducir a un
solo capacitor equivalente, razén por la cual se procede a realizar una zrans-
Jformacién delta a estrella (A ->Y). La figura 5.8 (a) muestra tres capacitores
C,, C,y C, conectados en A. Se procede a reemplazar por una conexién en
Y formado por los capacitores C , C, y C; entonces, tenemos un circuito
equivalente (figura 5.8 (b)). En esta nueva configuracion, los capacitores ya
se encuentran conectados en serie y en paralelo, por lo que podemos reducir
a un solo capacitor equivalente.

Para obtener los valores de los capacitares, cuando existe una transfor-
macién A -> Y, se utilizan las férmulas que se encuentran a continuacién:

c GG +CGC+GC

a C2
c -GG +CC+GC

b C3
c -GG +CC+CC

c Cl

b b
Cl %\/CAt C\l/\/ C4
/\d C

a a
e e :
C3 /&/\ C5 C:\/\ C5

C Cc
(a) (b)

Figura 5.8. Transformacion de condensadores de Aa'y,
(a) circuito principal y (b) circuito equivalente
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5.4 Energia almacenada en los condensadores

La figura 5.9 muestra un condensador esférico, formado por una esfera
conductora de radio R el cual tiene una distribucién superficial de cargas
uniformes positivas y un potencial V 'y, la otra esfera concéntrica con cargas
negativas y potencial V| que se encuentra en el infinito cuyo valor es de cero
voltios. Para calcular la energia almacenada en este condensador, procedemos
de la siguiente manera:

Figura 5.9. Condensador formado por un conductor esférico.
dW=dU=Vdq

U=[dU=[V dq

Siendo U la energia total que va a quedar almacenada en el conden-

sador (figura 5.9):
— q=CV

Tomando un diferencial de carga (dq), tenemos:

dq=CdV

\ v 2
viv_ ¢
U=| vedv =c [ vav =C(—| = Z(V*-V?)
. v 2]y, 2

0 Vo
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Haciendo el voltaje inicial V = 0, tenemos:

1 2
U= ECV Joule

A% C
1Q°
U= EF Joule (5_9)

5.4.1 Energia que almacena un condensador
de placas paralelas en su campo eléctrico

En la figura 5.10, realizamos el siguiente procedimiento: primero,

calculamos el campo eléctrico con la ley de Gauss; luego, calculamos el po-
tencial eléctrico; posteriormente, calculamos la capacitancia y, finalmente,

Area /_A_

L d

Q_| L
Eﬂ 53

rrrr

Figura 5.10. Capacitor con placas conductoras paralelas

la energia.

-

_Q,
fE.ds = ‘.

fEdsCosO"Z —
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o
ES = —E= 9 , S=A=4rea, 0o = Q —E=
€, Se, A €,

Sabemos que la diferencia de potencial de las placas paralelas es AV:

d d
01|=G_

€y o0 €y

AV=-jdE.d1 - -jdEd1Cos180°=jdEd1 - jd 2 di=
0 0 0 80

0

W QA A,
€, AV cdle, d
C=A80
d

Reemplazando los valores en la ecuacion (5-9), la energia almacena-
da en el condensador de placas paralelas es:

2 2 2 2
U= 1Q _1loAd_o Ad, Ad = volumen del condensador
2 C 2 Ag, 2¢g,
o’ Ad
U=
2¢g,

5.5 Dieléctricos
En un material dieléctrico, no puede haber movimiento de cargas.

Se caracteriza por tener muy pocos electrones libres, por ejemplo: mica,
caucho, aceite, etc.
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5.6 Influencia del dieléctrico en un condensador

Considerando la figura 5.11, demostraremos la influencia del dieléctri-
co en un condensador de placas paralelas. Las placas conductoras tienen dis-
tribuciones de cargas uniformes Q. En el vacio, generan un campo eléctrico
E,; posteriormente, entre las placas, se introduce un material dieléctrico que
genera un campo E.. Debido a las cargas q (asumimos que el dieléctrico tiene
una pequefia capacidad de conduccién), se produce la induccién de cargas.
Debido a este dieléctrico, el campo total E disminuye. Esto es,

E=E -E

E, = campo eléctrico en el vacio

E. = campo eléctrico debido a las cargas superficiales inducidas
E = campo eléctrico resultante (total)

T EEEEEEEEE v

d E, |E et b

Figura 5.11. Capacitor de placas paralelas con dieléctrico

Sabemos que:

V,=E,d voltaje en el vacio

V=Ed voltaje total

Haciendo la relacién del potencial en el vacio con respecto al poten-
cial total con el dieléctrico, tenemos:
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VB L ylYe B
Vv E K K

Siendo K = constante dieléctrica.

De acuerdo con Resnick y Halliday (1977, p. 929), la constante
dieléctrica K es funcién dnicamente del material; no depende del campo
externo ni del potencial del condensador, es una caracteristica de los aislan-
tes. A continuacién, citaremos ejemplos de la constante dieléctrica K para
algunos materiales:

Material Constante eléctrica
Vacio 1.00000
Aire 1.00054
Agua 78
Papel 3.5

En el instante que colocamos el dieléctrico dentro del capacitor, la
carga Q_se mantiene constante, es decir, no varia su valor, mientras que el
potencial si disminuye. Reemplazando valores, tenemos:

vV V, v,
K
C =KC,
kYo _Eo_C
V E C,
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5.7 Ley de Gauss en condensadores con dieléctricos

Para demostrar la ley de Gauss en condensadores con dieléctrico,
utilizamos el condensador con placas paralelas (figura 5.12). Calculamos E
con el dieléctrico.

I > Superficie
S 44 gaussiana
27719
i
—————————————————————— 4 +
QlFE+s + %+ ++ 727 44
_________ g ** oid
e y's -
E;;ds **, {
++ + + + + + +[ A7 C 1.
Ql--—------ - Dieléctrico

Figura 5.12. Condensador de placas paralelas con material dieléctrico

|
fE.ds = an

Qn=Q-q
fEdsCosO°= aL Q-9
1
ES=— Q-9
€
E= 1 ©Q-a
es 4 (5-10)

0
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_Q
fE'dS_ Ke,

En el capacitor de placas paralelas, Q_representa la carga neta Q_,

Sabemos que el campo eléctrico sin dieléctrico es:

= 2

=§

E

Pero, E= fo — E;=KE | reemplazando en (5-11):

KEz 2 Q

_— =

Se, Se, K

La ecuacién (5-10) es igual a (5-12).

1
e, s QT VTG K

Q

(5-11)

(5-12)

Q-9=——-Q,=Q-q = %,reemplazando en la ecuacién de Gauss:

K

entonces, la ecuacién (5-13) representa la ley generalizada de Gauss.

88

_Q
fE.ds— Ke,

(5-13)



Pedro Infante Moreira

5.8 Energia almacenada en un medio dieléctrico

Considerando la figura 5.12, procedemos a calcular la energia alma-
cenada en el condensador, en forma similar a los condensadores sin dieléc-

trico.
Sabemos que,

&S

_ 1 A _ &S _
U=5 CV% C=KCy, C,= q —>C—Kd

Reemplazando en U, tenemos la energia almacenada en un conden-

sador con dieléctrico.

U= Lg8S e Ke,SV?
27 d 2d
U_KSOSV2
2d

5.9 Ejercicios de aplicacién (problemas resueltos del capitulo 5)

Problemas 5.1. Calcular la capacidad de un conductor estérico que
tenga distribuida una carga Q_en su superficie (ver figura 5.13).

+
7

Figura 5.13. Capacitancia en un condensador esférico
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Solucion:

En la figura 5.13, sabemos que el campo eléctrico producido por una

carga Q, la cual se encuentra distribuida en una superficie esférica a una
distancia r, es:

90

QL
dme, r

Utilizando la ecuacién del potencial eléctrico, tenemos:
p p p

V=-[ E.di=- | EdiCos180° = | Edl

dl=-dr

Q dr

p p
V= _J Edr =- I — » clpunto p se encuentraa un radio R
. Ldme, T

V=-f 0 dr
»4me, r

0 xd_ 0 [ 17
V== — ==
4 e, = r dr e, | 1|,
B 2 L
dr e, |R
@1
4r €, R
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La capacitancia C es:

C=%=%=4n SOR — C=4J'E80R
4 ¢, R

Problema 5.2. Calcular el voltaje y la carga de cada condensador, sa-
biendo que: V, =100 vol, C, =3 pF,C, =1 pF,C, =4 uFy C, = 3 pF (ver
figura 5.14 (a)).

C,
| ]
a || |C|3 13
. [
i
G,
I
|
C,
(a)
C C
. b b i b
[l 1T O O
] ||
C, C,
(b) (c)
Figura 5.14. Circuitos capacitivos (a), (b) y (c)
Solucion:
V,=V, =100V
C, = % =Q, =C,V, =@ uF)(100) =300 uCoul

4
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Q, =300 ucoul

V, = 100 vol

En la figura 1.14b:
Ceqi =Ci + G,
Cqqi=3+1=4uf

En la figura 1.14c:

L L 0254005
eq2 eql C3 4 4
L o5
eq2
Cqu = 2 uf
Qqu

Ceq2 = V = Qqu =Ceq2 Vab =(2)(100)=200 MCOUI

ab
Qeq2= 200 Mcoul - Qeq2= Qeq1= Q3

Cuando los capacitores estin en serie, las cargas son iguales.
Q3 =C5V3 - V3=&=—=50

V, =50 vol
Q, =200 ucoul
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Vo =%=@=50 vV
C, 4

Vi =501

Vi =V =V, =50V

Q,=C,V,=(3 uF) (50) =150 u Coul

Q,=C,V, =(1 uF) (50) =50 p Coul

Problema 5.3. Determinar la capacitancia de un condensador, que
tiene una distribucién superficial de cargas Q_y posee dos liminas dieléc-
tricas diferentes, de constantes K1 y K2 y espesores a y b, respectivamente

(figura 5.15).

Superficie Gaussiana a b
L -
e’ IdS

’
rI
H
1
1
1
1

_ g;*

\X
w

2

N

@) )

Figura 5.15. Condensadores con dieléctricos
Solucion:
En la figura 5.15 (b):

Q,

fE'dS B Ke,
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Q Q
0= E =
fEldsCosO K.e, — E, K e,S
oo _Q __Q
szdsCOSO K, ¢, E, K,¢,S

V:V1+V2, V1=Ela . V2:E2b
V:E13+E2b

V= Qa + Qb
K.e,S K,e,S

-3t

CeSIKK,
c_Q_ Q _ 88
V. Q({a b a b
|l Sy T —+—
eS|K, K,] K K,

Problema 5.4. Dado el circuito de la figura 5.16, con los datos que se
muestran a continuacién: V,, = 100 vol, C, = 2uf, C, = 1pf, C, = 2uf,C, =
5uf, C. = 3pf, C, = 6uf, C, = 1pf y C, = 2pf. Hallar la carga y el voltaje de

cada una de los capacitores.

C, C, C,
[ [ N
I I I

O——— ——C /\__7 mm——]
==l
C

Figura 5.16. Capacitores conectados en serie y en paralelo.
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Solucion:

En la figura 5.16, organizamos de una mejor forma, entonces, tene-
mos la figura 5.17. Los capacitores C,, C,, C,,y C; se encuentran conecta-
dos en paralelo, lo que da como resultado una capacitancia equivalente C_,
tal como se muestra en la figura 5.18.

|
|
|
o—
|
|
|
|

OHICRICANOREQ)

7

I
=

Figura 5.17. Reubicacion de (a)

C 1=C1+C2+C3+C5
eq
Ceq1=2+1+2+3=8pf

C=8pf

Figura 5.18. Ceat de conexiones de capacitores en paralelo
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En la figura 5.18, los capacitores Ceql y C, estin conectados en serie,
lo que da como resultado C_, , tal como se muestra en la figura 5.19.

L=L+L=l+l=().325
C. Co C, 8 5
L 3.08 pf
w = o35
C.., = 3.08 2uf
C C
A s e B
[ [

Figura 5.19. C__ de conexiones en serie
eq2

En la figura 5.19, los capacitores C_, y C, estdn conectados en pa-
ralelo, lo que da como resultado C_, tal como se muestra en la figura 5.20.

C_=C_+C =3.08+1=408uf
eq. eq.
C,,; = 4.08 uf

A eq3 6 B

O

C

| | —38
I

Figura 5.20. C_, de conexiones en paralelo
€q
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En la figura 5.20, los capacitores Ceq3 y C, estin en serie, lo que da
como resultado C_,, tal como se muestra en la figura 5.21.

b = b +L = L + 1 = 0.2451+0.1667 = 04118
" Cps G 4.08 6
1 =0.4118
Ceq4
1 1
= 04118 = C,, = ——— = 2428 pf
" 0.4118
Cos=243 pf

C

A Heq“ B,
CS

Il
1
Figura 5.21. Cops de conexiones en serie

En la figura 5.21, los capacitores C_, y C, estin conectados en para-
lelo, lo que da como resultado C_, tal como se muestra en la figura 5.22.

C..=C_,+C,=243+2=443pf
€q. €q
Cs =443 pf

oA s B,

Figura 5.22. C__ de conexiones en paralelo
eqs
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El potencial entre los puntos A y B es V,, = 100 vol; entonces, el

voltaje en el capacitor C_; es de 100 vol (figura 5.22). Asi, el voltaje en el
capacitor C_, y C; (figura 5.21) es de 100 vol, ya que se encuentran conec-
tados en paralelo.

Vs =100V Veqs = 100 V

0

C -
8 v,

O,= C, ¥V, =(2)(100) = 200 pCoul

200 pCoul

Oy

Ous = CoiVs =(243)(100) = 243 pCoul
Q,,4 =243 pCoul

Los capacitores C_, y C, estin en serie (figura 5.20). Las cargas son

iguales en una conexion en serie por tanto:

98
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Q.3 243 x 10°°

Vs = - — = 5956 V
C,, 408 x 10
Vs = 59.56 V

Las capacitancias Ceqz y C, estin en paralelo (figura 5.19). Entonces,
elC . =
eq3

tanto, en una conexién en paralelo, los voltajes son iguales. Esto es:

C__ +C eselresultado de las dos capacitancias en paralelo; por lo
eq2 7

V =V =V =5956V
€q

eq3

Con el voltaje del capacitor 7, calculamos la carga 7. Esto es:
Q.= CV,=(1x10°)(59.56 ) = 59.56 x 10° Coul

0

59.56 pCoul

V,= 59.56 V

Our= (Cop N Voy ) = (3.08)(59.56) = 183.44 pCoul

0., = 183.44 pCoul

Los capacitores C__ y C, estin es serie (figura 5.18). Entonces, C
eql 4 eq2
es el resultado de estos capacitores en serie; por tanto, en una conexién en
serie. Esto es:

Qqu = Qeq] = Q4 =183.44 HCOUI
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V, =36.69 V

0, =183.44 pCoul

L = Con 18344 _ )03 v
C, 8
Vi = 2293V

eql

El Ceq1 es el resultado de los capacitores C,, C,, C,, y C,, conectados
en paralelo. Entonces, los voltajes son iguales en una conexién en paralelo,
esto es:

V,=V,=V,=V,=V,=2293 V

0 =CV,=(2)2293) = 45.86 pCoul
0, =45.86 uCoul

0,=CV,=(1)(2293) = 2293 nuCoul
0, =22.93 nCoul

0,=CV;=(2) 2293 )=45.86 pCoul
0O, =45.86 pCoul

O, =CVs =(3 ) 22.93 )=68.79 nCoul
Q; =68.79 pCoul

Enla tabla 5.1 se encuentra resumida los resultados de los cilculos de
la capacitancia, carga y potencial de cada uno de los capacitores.
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Nuimero de Capacitancia del Carga. Qdel Voltaje V del
capacitador C | capacitor C (pf) capacitador capac.ltor
(pCoul) (Voltios)
& 2 45.86 22.93
G 1 22.93 22.93
G, 2 45.86 22.93
C, 5 183.44 36.69
G 3 68.79 22.93
G 6 243 40.50
C 1 59.56 59.56
G, 2 200 100
Ca 8 183.44 22.93
Ceo 3.08 183.44 59 56
Ces 4.08 243 59 56
Ce 2.43 243 100
Cos 4.43 100

Tabla 5.1. Resultados de la carga y el voltaje de cada uno

de los capacitores del problema 5.4.
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